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1 Espérance et variance d’une fonction lireaire d’'une
variable aléatoire (10 points)

SoitY la variable aatoire qui est la tengpature en de@s Fahrenheit. Solt la
variable atatoire qui est la tengpature en de@s Celsius. Nous avons:
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Donc, nous avons tout de suite que:

5 5 5.5
E(Y)= GE(Y) = §32= 70— 532 = 2111,

-\ o 5 2 5 2 )
Var (Y) = 0} = (9) Var (V) = (9) 72 =15.12,

et

oy = V15.12 = 3.89.



2 Covariance entre deux variables @atoires (10 points)

cov(a+bX,c+dY) =E[(a+bX — (E(a+ bX)))(c+dY — (E(c+dY)))].

Pour commencer, nous avons:

m

E(a+bX) =) (a+bX;)Pr(X = X;)

=1

=a+b) X;Pr(X = X;) =a+bux,
=1
et de margre semblable,

E(c+dY) =c+ duy.
Donc, nous avons:
— E[(a+bX —(E(a+bX)))(c+dY —(E(c+dY)))] = E[(b(X —px))(d(Y —py))]

=3 Y H(X d(Y; — iy )Pr(X = X,,Y = Y))

i=1j5=1

bdizn: Y; = puy)Pr(X =X, Y =Y))

i=1j=1
bd E[(X — px)(Y — py)] =bd Cov(X,Y),
ce qui futa cemontrer.

3 Echantillonnage akatoire (30 points)

Voici les élements de@ponse gue je voulais voir pour cette question.
1. Lavarianceechantillonnale devraitétrdtre avec la taille de Echantillon.

2. La moyenneechantillonnale peugtre differente de la vraie moyenne (4),
mais lorsque Echantillon devient grand il devient de plus en plus improb-
able d’obtenir une moyennechantillonnale tséloigrée de 4. Dong, je
serai surpris de voir une moyenaehantillonnale ts differente de 4 pour
des tailles dechantillonégalesa 100, 1000 et 10 000.

3. Votre histogramme devrait ressembler de plus engluse cloche normale
lorsque léchantillon devient grand.

2



4 Convergence (10 points)

1. Nous avons:

- “ 1 1 1
= (Y) E Y1)+ ZZ;E ﬁlYJFgm(”—l)MY = My,

ce qui futa cemontrer.

2. Nous avons:

Var (}7) = Var <1Y1 + Lt iﬁ)

27 T 2(n-1) &

: 1>>2i(’%

1,1
AT\ ) &

~lop el (@)2(71_1)0;:403 <1+ (ni1)>'

3. Lavariance diminue aveg et tend vers;o} lorsquen tend vers l'infini.

—_

4. LestimateurY’ n’est pas convergent. Sa variance n’est jamais plus petite
queiag,, ce qui veut dire que la probabditgu’un intervalle arbitrairement
petit autour de:, contienne la valeu@ali®e de la moyennechantillonnale

ne tend pas vers un.

5 Tests d’hypothese et intervalles de confiance (30
points)

Ici, il faut interpreter 108 commetant I'estingé de I'écart type de la variable
aléatoire d'inérét, qui est le esultat du test. Autrement dit, nous avons:

1 453 B ) )
—_— Y, -Y)=108" =
53— 1 ; ( ) il
ol Y est la variable &atoire eft” est la moyennéchantillonnale. Donc, la vari-
ance de la moyenr&chantillonnale est doge par:
L
453"
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e a) Pour construire un intervalle de confiance, nous faisemaisonnement
suivant:

Pr(HYO_CS/’LYSILLYO_‘_C)
:Pr(_CSMY_:uYO SC)

:Pr (_C < (ﬂY _ILLYO) S C> .
Sy

Sy Sy

Le terme@ est une variable ahtoire normalige (on soustrait sa

moyenne sou%[o et on divise par sogcart type estii). Par hypotbse,

la variable adatoireY est independamment distriée. Donc, en grand
echantillon, cette variable devratre approximativement normale (stan-
dardi€e). Lintervalle de confiance de 95% pour une normale stalisde
estentre-1.96 et1.96. Donc, la distance entre la moyenne sous I'hypsth
nulle et la borne irérieure de lintervalle de confiance de 95% pour le
résultat du test en Floride est d@par la solutioR:

1.96 =

2 |a

— ¢ =1.96 sy = 1.96 x 108/v/453 = 9.95.

Donc, lintervalle de confiance de 95% pour kesultat du test est entre
1013 — 9.95 et 1013 + 9.95.

e b) L'énoné de la question nous dit que Esultat moyen pour |éstats Unis
est 1000. Nous devons donc tester I'hypsth nulle que leésultat moyen
en Floride esegala 1000. La statistique normadie pour effectuer ce test
est:

1013 — 1000
(108/+/453)

L’ énoné de la question parle de tester si ésultat moyen en Floride est
“diff erent” par rapport au reste d&ats Unis. Donc, il serait logique
de tester notre hypoéise nulle contre une alternatizedeux extemites.
La valeur de la distribution normale (standaédiy cumuke pour -2.56 est
0.0055. Donc, la p-value de notre test 2st 0.0055 = 0.011. Nous re-
jetons I'hypotkese nulle avec un taux de significatévitle 5%, mais nous
'acceptonsa 1%.
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— i) La difference entre les moyenngeshantillonnales est doaa par:
1019 — 1013 = 6.

Nous pouvons estimerdtart type de cette défence entre moyennes
échantillonnales sous I'hypatke que les delechantillons sont ahtoires
et donc inépendants. La variance de la éifénce entre les moyennes
echantillonnales pelétre estinee par:

s2 82108 95

@ =43,
153 503~ 453 Tmos Y

La distance entre la moyenne sous I'hypsth nulle et la borne iéfieure
de l'intervalle de confiance de 95% est démrpar la solutiom:

c
1.96 = ———= — ¢ = 12.96.
Vv43.96

Donc, l'intervalle de confiance de 95% est dérpar6 + 12.96.

— ii) Sous I'hypottese nulle que le cours n’a aucun effet surdeuitat
moyen, la statistique normadie suivante devrait approximativement
suivre une distribution normale standaéés

6
V43.69

Nous devons tester I'hypodse nulle contre I'hypotise alternative
gue le cours a aia peparer le test. Dongc, il s’agit d’'une hypette
alternativea une seule ex@mite. La valeur de la distribution normale
(standardiée) cumuge pour 0.91 est 0.8186. La p-value de notre test
est 0.4443. Nous ne rejetons pas I'hypstl nullea des taux standard
de significativié.

= 0.9077

e d) Pour Epondrea cette partie de la question, nous traitonsHangement
du résultat comme la variableé&sdtoire d’inérét.

— i) L écart type de la moyengehantillonnale du changement est denn

par:

00 = 2.82.

V453

Donc, l'intervalle de confiance de 95% est dérpar:

9 £ 1.96 x 2.82 =9 £5.53.
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— ii) La statistique pour tester I'nypodéise nulle d’'une absence d’éfioration
est dongie par:
(9—-0)
2.82
L'hypothese alternative est qu'il y a une éfioration, donc il s’agit
d’'une hypotkese alternativa une extemite. La valeur de la normale
standardise cumude pour 3.95 n’est pas dans le Tableaula fin du
livre. Donc, la p-value du test est de loin @nfeurea 0.002. Nous
rejetons I'hypotkse nullea tout niveau de significatidtstandard.

= 3.95.

— iii) Il faudrait sélectionnern étudiants de maare aéatoire pour passer
le test une prengrre fois. Par la suite, il faudrai€kectionner une frac-
tion (disons la moi&) de cegtudiants de maare akatoire pour suivre
le cours. Ensuite, on donne le testous les: étudiants et on compare
les esultats de ceux qui on suivi le cours avec ceux n'ayant pges su
le cours.



