La distribution d’échantillonnage de l’indice Lz conditionnelle 

à la valeur de l’estimateur du niveau d’habileté, 
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Introduction

Supposons qu’un étudiant réponde à un test composé de cinq items (questions) auxquelles il peut obtenir une réponse correcte (x = 1) ou une mauvaise réponse (x = 0). Il pourrait obtenir un vecteur de réponses X tel que suit :
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La probabilité qu’il obtienne une réponse correcte à chacun des items du test dépend de son niveau d’habileté θ. Lorsque θ est connu, tout comme le niveau de difficulté bi de l’item i, i variant de 1 à n items (ici cinq), on peut obtenir cette probabilité pour chaque item i selon la modélisation logistique à un paramètre :
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(équation 1)

La probabilité pour cet étudiant d’obtenir le vecteur de réponses X est alors égale à :
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(équation 2)

Pour simplifier, nous noterons :
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(équation 3)

Dans la pratique, on connaît les valeurs de bi, mais on doit calculer un estimateur du niveau d’habileté, 
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. On obtient cet estimateur traditionnellement par maximum de vraisemblance où 
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 est la valeur qui maximise 
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Dans certains cas on désire aussi connaître la qualité de l’adéquation du patron de réponses X. On calcule alors un indice d’ajustement du patron de réponses. Plusieurs indices ont été proposés. Un des plus populaires est l’indice Lz. Il est obtenu selon les calculs suivants :
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(équation 4)

où 
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(équation 5)
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(équation 6)
et
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(équation 7)
Il est à noter que le calcul de L0 et de Lz nécessitent l’utilisation de θ. Dans la pratique, nous n’avons toutefois que 
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ˆ

. Ce dernier est malheureusement un estimateur biaisé de θ et le calcul de Lz en est affecté. Certains auteurs ont proposé une variation de Lz, soit Lz*, qui utilise 
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 plutôt que θ. Cette variation n’est toutefois valide que lorsque le nombre d’items tend vers l’infini et ne peut donc pas s’appliquer au cas usuel du nombre fini d’items d’un test. Nous nous limiterons ici à Lz sans nous préoccuper du biais de 
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ˆ

. Il faut aussi noter que Lz n’est en réalité aussi qu’un estimateur de la vraie valeur de Lz.

Problème

Quelle est la distribution d’échantillonnage de 
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? Connaître cette distribution nous permettrait de prendre une décision correcte quant à la détection à un seuil prédéterminé (0,01 ou 0,05, par exemple) d’un patron de réponses aberrant. La solution exacte à ce problème serait éventuellement valide pour des cas asymptotiques. Toutefois, dans la pratique, on obtient seulement des vecteurs de réponses X finis et les interprétations asymptotiques ne tiennent plus. Il faut donc faire du cas par cas et simuler les patrons de réponses X pour chaque valeur de Lz| θ. De cette façon on peut déterminer les valeurs critiques de Lz associées aux percentiles reliés au seuil critique de détection.

Il faut donc générer X au hasard selon des valeurs fixées de θ, B et de Lz, où B est le vecteur de valeurs de bi. C’est le problème qui est à résoudre. Par la suite, on peut se permettre d’étudier la distribution d’échantilonnage de 
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 par classes de 
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. On pourrait aussi se permettre d’étudier l’impact de la valeur de Lz sur la valeur obtenue de 
[image: image19.wmf]q

ˆ

, sur sa variance, etc.

Solution

Pour résoudre ce problème, il faut déterminer en premier lieu la fonction de probabilité impliquée, soit :
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(équation 8)
Pour le moment, ramenons le problème à calculer une fonction un peu plus simple, soit :


[image: image21.wmf])

,

,

|

1

(

)

1

(

0

i

i

i

b

L

x

p

x

p

q

=

=

=

.



(équation 9)
Considérant que 
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, on peut déduire que la probabilité d’obtenir une réponse correcte au premier item i = 1 est égale à
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(équation 10)

Il faut donc trouver la valeur de p1, q1 étant égal à (1-p1), qui satisfait cette équation pour une valeur donnée de L0.

On remarque donc que la solution est assez difficile à trouver.

On pourrait ainsi générer un patron de réponse qui satisfait à l’équation 9 en utilisant la forme de l’équation 10. Maintenant que faire si on désire, non pas seulement considérer L0, mais plutôt sa valeur standardisée, Lz.

Ainsi, selon les équations 4 à 7, on pourrait penser à se limiter à générer notre fonction de probabilité en fonction de la simplification (peut-être exagérée) suivante :
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(équation 11)
ou plus précisément
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(équation 12)
La probabilité d’obtenir une réponse correcte à l’item 1 pourrait donc être trouvé en trouvant la solution de l’équation suivante :
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(équation 13)
La même stratégie peut alors être adoptée pour tous les autres items en excluant le calcul de la probabilité de l’item, intitulé j pour éviter la confusion,  dans l’expression de droite de l’équation 13. La solution à cette équation semble toutefois impossible à trouver et est fort probablement multiple.
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(équation 14)
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